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摘 要:引进适当的参数，求出该参数近似为零时系统的解答;以此解答为初值，给参数以小增量(即参数摄

动) ;将平面三次多项式微分系统极限环相图的 z 坐标假设为广义谐函数;将 y 坐标和频率作富氏展开;相应于

参数的增量，得到极限环振11屈、偏心距以及 y 坐标和频率的富民系数的增量;用谐波平衡法得到以这些增量为

独立变量的线性代数方程组;求解该方程组，得到各相关增量;以这些增量与初值的和为下一参数增量步骤相

应的初值，重复上述过程，直至参数还原至原系统为止，从而得到极限环及其频率、周期、稳定性指标，以及

极限环关于参数分岔曲线的近似解析表达式。文末给出算例。
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Abstract: With a suitable parameter 1 the solution of the system is solved as 出is parameter equaled ze­

ro. This solution is taken as the initial value? and the parameter is given a small increment. The 必 coordi­

nate of limit cycle phase pOltraits for planar cubic polynomial differential systems are supposed as the gen白

白址ized harmonic function. And the Y coordinate and the frequency of limit cycle are expanded as Fourier 

series. Corresponding to the increments of the parameter 1 the increment of the amplitude 1 eccentricity 

and the Fourier coefficients of Y coordinate and the frequency of limit cycle are obtained. The linear alge­

bra equations about these increments are got with harmonic balance. Solving these equations 1 these incre­

ments are obtained. The procedure is repeated with the initial value of the next step as the sum of the in­

crements and the initial value 1 until the parameter is returned to original state. And then the approximate 

analytical expressions of frequency? periodic 1 stability index and bifur咆cation of limit cycles about the pa­

rameter are calculated. An example is shown at the end. 

words: planar cubic polynomial differential systems; limit cycle; stability; 妇ifurcation; algorithm 

许多动力学与控制问题可以归结为如下平面二

次多项式微分系统极限环的研究:

x = α 1 X +α2Y +α3JE2 十 α4XY +α5Y2 十

α6元3 +α7元2y 十 α83ZY2 个 α9Y3

y = β1 元 +β2Y +β3克2 +β4元Y +β5Y2 十

βJ 个 β7元2y+βBW2 个 β9Y3(1)

l段稿日期: 2008 一 10 -19 

自:国家自然科学基金资助项目 (10672193 ) 

d() 
其中 ?αi ?ßi (i = 1 1 2 1 … 1 9 ) 是实常量?()=17

(下同)。研究表明 9 系统( 1 )极限环具有奇妙的

多环性，这给工程技术界予困惑:系统到底最多有

多少个极限环?这就是著名的口. Hilbert 第 16 问题
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的第二部分?历经学者一百余年研究[iJ]' 目前尚

无答案。本文暂不涉及这一难题。多项式系统极限

环的定量表示已有相关研究结果[6 -13 J 。本文利用

摄动…增量法的思想间，给出形如系统( 1 )的一

般三次多项式微分系统极限环算法近似解析表达

式，具体做法是:引进适当的参数?求该参数近似

为零时系统的解答;以此解答为初值，给参数予小

增量(即参数摄动) ，将先坐标假设为广义谐函

数?将 y 坐标和频率作富氏展开;相应于参数的增

量，得到极限环振幅、偏心距以及 y 坐标和频率的

富氏系数的增量;用谐波平衡法得到以这些增量为

独立变量的线性代数方程组;求解该方程组，得到

各相关增量;以这些增量与初值的和作为下一参数

增量步骤相应的初值，重复上述过程?直至参数的

变化还原原系统为止?从而得到极限环及其频率、

周期、稳定性指标，以及极限环关于参数分岔曲线

的高精度的近似解析表达式。也许，诸如上述精度

较高的定量解答，对揭示相关系统的定性性质 9 比

如极限环的最少数目即著名的 Hilbert 第 16 问题第

二部分，有所启示。文末给出算例?并与数值积分

法的比较显示?本算法的精度良好。

1 极 的算法

引进参数 8 > 0 , ~.每系统( )改写为

必 =α2Y 十元 ， y)

y g( 元) +克罗y) (2) 

式 (2) 中

)[(见 ， y) = α 1 X 十 α3元2 十 α4XY + α5Y2 十

α6元3 个 α7元2y+α8;EY2 十 α9Y3

Y( 妃，y) =β2Y +β4XY 个 β5Y2+β7元2y 十

β8元y24幡 β9Y3

g(χ) =β1 X 十 β3元2 十 βρ3

引进变量替换

伊 :ω(ψ ) (3) 

满足 ω(ψ+2的工 ω(ço) > 0 。易知变换 (3) 不

改变 (2) 的拓扑结构。于是式 (2) 变为

ωχ ， -α2Y 个 8)[( 克罗 y)

wy' = g( 必) + 8Y( 叽 y)

F … d() 
式(的中， ()…丁一(下同)。设

G斗ρ

(4) 

见 :αCOSψ+ b (5) 

其中 α

(4) 

振 11I高 ， b 是偏心距。将式 (5 )代人式

?可得

y 一 (α的Sln 伊十 /α2

将式 (6) 代人式)第二式?可得

(6) 

ω(αωSlnψ)' = - 8ω)[' 一 α2g( χ) 一 α28Y (7) 

式 (7) 两边同乘以 αSlnψ 并对伊积分，得

;(… ψ)2 一 α2 [机叫十 b) 一们十 b) ]一

8Ll"f( α ， b ， y ， w ，问

这里?
1_') 1_< 1_ .1 

(叫:一卢l旷十一卢3旷十 ~ß6X'l2 1'-'1"- 3'-"'- 4 

f( α ， b ， y ， ω ， 8)α(ω)[' 十 α2 Y) sin 8 

式 (8) 中?分别取 ψ= 汀 ， 21T ， 可得

α2[V( 一 α 叫)… v (a + b) ] - 8 L7T 

fd8 = 0 ( 9 ) 

仆。二 o (10) 

改写式 (6) 为

α2y 十 αωSlnψ+ 8)[ = 0 (11) 

原则上?经变换 (3) ，系统( 1 )极限环的相关量

α ， b ， y 罗的可由式 (8) ~ (11) 确定?但难以精确

求解。下面以摄动增量及谐波平衡的思想近似求解

2 

取 8 = O? 由式( )及 (8) ()得

元。 =αOCOS 伊十 bo (12) 

r 2α2[V( αOCOSψ 十 bo ) - v( α。十 bo ) ] 1τ 
甜。= ~ 'J • 'J ~ 
Lαosm 'P J 

( 13 ) 

v( 一 α。十 bo ) - v (α。十 bo ) = 0 (14) 

L27r 

[ (川卡叫斗川0 卡 M 斗问
个 α7元;b归Yo 十 α8刊内元句0y; + α9y~) ( 创oS址ln 伊 ) / 

一 α2 (β2y山Yo +β4ρ巾元XoY仇Yo 十 β5y; 十 β7兀4;b仇Yo 0 

十 β8元。y; 十 β9Y~) sin ψJdψ= 0 (15) 

Yo =一 α0的osinψ/α2 ( 16) 

联立式 (12) ~ (16) ，可得 α0' bo 。给参数 ε

?相应地?αo ， bo ， YO? ω。的增量分别为

削 ω 。令

8 1 ， α1 -α0 个 Aα ， b 1 bo +,1b , 

Y1 Yo 十，ω1ω。十 Aω(17 ) 

分别展开 Yo? ωo 的为富氏展式:

Yo = CO 个 ( Cjcos jψ 十 ψ) ( 18) 

的。二十 ( jψ + )ψ) ( 19) 

十( jψ 十 jψ) (20) 
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Aω= 十 (ilPjcos jψ 十 ilQjsin jψ) (21) 

将式 (5) 及 (17 )代入式 (11 )并略去关于如，

ilb ω 的二次以上的高次项，得

的(α2 十 84主) + ilωαslnψ 叫α(ω山 ψ 十
。y

s 孚) + ilb8 等= - 0l2Y 一 αωsin <p - eX (22 ) 
。α dD

类似于式 (22) ，由式 (8) 可得

一 sfgudo-ω(ω内) -

8!oCfJ 和ωd8 个 A仇去一 αω2sin2ψ-

8r 冉的 + ilb( α2 芋 -8r 冉的=
)0 aα 1. ab ~)o ab 

一 ÷(αωslnψ)2 一叩← s庐 d8 (约)

式 (23) 中?

告(α ， b ， 伊) =叭 αCOSψ+ b) - v( α 十 b) (24) 

类似地?由式 (10) 得

一 8r 巫ilyd8 一 8 í
1T

手十
U dO JU dαJ 

[0l2 ~v( α 儿何) _ {1T ðf _l íll α2 叫一 8 '- ~J d8 J 个
uαυdα 

í _ ðv( α ， b , _ {1T a .f _1 íl l 
ilbl α匀 ~-el ~del 

~"" a b Jo a b 

一川

式 (25 )中?

阳 ， b ，1T) = 一主(α2 + 3b2 十旷b 十到3 ) 
3α 

由式 (10) ，可得

(2何 af … afA. \_líl , A_.{27r af + ~ .J ilω) de +α| 子Lde + 
o d Y d ω )0 d α 

(25 ) 

叫叮 ?jdo= 一队。 (26)
式 (22) ~ (26) 中的 8 月 ， b ， y ， ω 即式 (17 )中的

81 ， ao ， bo ， Yo 罗的。将上述各式中所含的三角函数

COSψ ， sin<p的幕及乘积化为倍角的三角函数及其代

数和形式?并利用谐波平衡原理 9 可得关于

… 

的线性代数方程组

AZ = B (27) 

其中?

Z = [ ,'" 

， αf' 

A = 

All A12'" 

A
21 

A
22

••• 

,4m+4 

A2 .4m刊

A 4m+2 .1 A4m+2 . 2 …A4m 十2 .4m+4

A4m+3.1A4m+3.2 … A 4m
•
3 .4m+4 

A 4m +4 .1 A 4m +4 .2 …A4m+4 .4m+4 

上式中 ， A i ,j , B J i ,j = 1γ00 ,4m + 4) 的计算涉及

一系列三角函数及三角级数乘法?限于篇幅?不一

一罗列。

求解方程组 (27 )得到 Z 并将之代入式

(20) 、 (21) 及 (17 )。重复上述步骤，经参数 s

第 i 次增量 il8i ， 相应得

εi -εi-l 斗 Aεi ， αi 工 αi-l 十 Aα ， b i = b i - 1 十 ilb ，

yi = Yi … 1 + ， lρ i - ωi-l 十 Aω ， i = 1, oo' ,k 

直至 8k = 1 为止。此时的叫，鸟，刀，的即为所求的

α ， b ， y ， w 0 于是，绕奇点 (0 ， 0) 的极限环、瞬时

频率和周期的表达式分别为

(元=…Jb
y = CO 个主9 (Cjcos 月十 ]ψ)

αy" + 十

T (28) 
αJ 

3 极

极限环的稳定性特征指数

γ=fftiαl 十 β2 斗 b(2α3 十 β4) +印α6 十
α7 )十 α[2α3 十 β4 + 2b (3α6 十 α7) ] COSψ 十

α2 (3α6 十 α7) COS2伊个 [α4 十 2卢5 十 2(b 十

αCOSψ) (α7 十 α8) ] y 十 (α8 十 3α9) y21 dψ 

(29) 

将式 (29) 中 l及大括号内的式子(记为 F) 分
αJ 

别富民展开为

十>'， (P严os kψ 十 Qksin kψ) (30) 
αJ 

F 二 Co + (Cjcos 月十 Djcos jψ) (31 ) 

则极限环的稳定性特征指数

γ 工丰[ CoPo 十 05LmdiPi)]
γ< O( > 0) 时极限环稳定(不稳定)。
极限环的数目及其随参数的变化而变化的演变

过程?可由式 (9) 和 (10) 定量给出。比如系统
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(1 )关于参数β2 与极限环振中国的关系曲线为

β2=f(yF 一 β1元一 βJ 一 β4元y 一 βJ 一 βJ 一

附-M-W)叫f帅华(α) (32) 

通过曲线 (32) ，可以直观了解极限环随参数变化

而产生、稳定、分岔与消失的全过程。

将式 (30) 代人 (28) 罗系统的周期为

T = fl7艺工时。

4 算例

计算平面三次多项式微分系统

必:一 0.3克十元y

y = 2. 5y2 (1 - x y) xy (33 ) 
的极限环。

系统( 33 )有两奇点 (0 ， 0) 及 (0.3 ，

0.3) 。绕前者附近无极限环?绕后者则有一稳定

极限环。为了用本文给出的方法计算之 9 引进变换

元 = x + O. 3 ,y = y + O. 3 

代人式 (33) ，为方便?仍以 x ，y 记豆，有

必= O. 十 8元y

y = O. 元十 B(O. 2. 

- 2. 元γ2 _ 2. ) 

- O. 

(34) 

式 (34) 中 ， B 1 0 

B=O 时?由式( 12) 至 (16)得极限环

的零阶近似解为

α。工 0.3024 ， b。 。?仙o = 0.396 9 , 

元。 =αOCOS cp ,Yo ω
'
 

n .,
··4 Qd 

nu ω
 

向
一
问取 ，1B O. 1 ,m = 6 ，经 10 次参数增量步骤?

系统 (34 )近似极限环的振 11I画、偏心距、周期及

稳定指数分别为

α= 0.193 341.b = 0.025 847 

T 19. 821 889 ，γ= 一 0.011 002 

相关富氏系数见表 1。稳定极限环相图见图 1 。系

表 1 极限环的富氏系数

Table 1 Fourier coefficient of the lim:it cycle 

C D P 

0.061 201 0.0 0.357 633 0.0 

0.036 500 一 0.293 719 0.071 608 一 0.137 063 

一 0.041 965 0.081 614 一 0.036089 0.023 075 

0.026583 一 0.023 383 一 0.014044 一 0.008 133 

一 0.014 397 0.010 070 一 0.010 718 0.004050 

0.007 638 一 0.000309 一 0.009176 一 0.001 525 

一 0.003 231 0.003 345 0.001 819 0.000018 
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图 1 系统 (33) 的极限环

Fig. 1 Limit cycle of system (33) 

。本文方法;一数值积分法

统 (33) 近似极限环和频率的表达式及周期为

x 0.3 十 O. 193 34cos cp … 0.025 85 

y 0.3 + ( jψ + Djsin jço) 

jψ) ω 工 (l:cos 1ω 十

T 19.821 889 
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无人机各机载设备均能正常工作。在该型无人机飞

行过程中，各地面雷达和发射设备使用正常功率对

其直接照射(距离 5 km) ，元人机仍能正常接收指

令并根据要求完成各项任务证明经过系统级电磁

兼容测试的无人机能够在实际战场电磁环境下正常

工作。
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